Suites définies par itération d’une fonction

Deux exercices - point fixe et contraction

Exercice 1 - Fonction logarithme

On consideére la fonction f définie sur [0, 1] par

f(:v)z%ln(l—l—a:)-i—i.

On pourra utiliser I’encadrement
o0 <(?) <00
a. Etudier les variations de f sur [0, 1].

b. Montrer que I’équation f(z) = 2 admet sur [0, 1] une unique solution, notée .
Vérifier que

1

c. On considere la suite (uy)nen définie par

‘uo =0 et Unt1 = fup) |

i. Montrer que, pour tout n € N, u, € J.

ii. Montrer que, pour tout x € J,

0< fl(z) <

| =

iii. En déduire que, pour tout n € N,

1
[tnt1 —af < §|un —all.

iv. Montrer alors que, pour tout n € N,

1 /71\"
|un—a|§§(§> .

v. En déduire la limite de la suite (uy,).




Suites définies par itération d’une fonction

Deux exercices - point fixe et contraction

Exercice 2 - Fonction rationnelle

On consideére la fonction f définie sur [0,1] par

a. Etudier les variations de f sur [0, 1].

b. Montrer que I’équation f(z) = z admet sur [0, 1] une unique solution, notée a.

Vérifier que
11
acJ= |:§, §:| .

c. On considere la suite (uy)nen définie par

uy = et Upyr = flup)|

2

i. Montrer que, pour tout n € N, u, € J.

ii. Montrer que, pour tout = € J,

iii. En déduire que, pour tout n € N,

[un+1 — o < —|u, — af |

iv. Montrer alors que, pour tout n € N,

v. En déduire la limite de la suite (uy).





